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igpat: Teoremin ispatim Araligi Yariya Bélme Ydntemiyle vapacagiz.
Kabul edelim ki f(a) < 0 ve f(b) > 0 dir.(Benzer ispat f (a) > 0ve f(b) <0

alimarak da yaplabilir.) Ay = [a, 8] aralifinm orta noktas: b dir. (o) =0

ise ¢ = 2 icin teorem ispat edibmis olur. f(% by £ () ise la, “Th | ve [2E2 p]

arahklannm en az birinin u¢ noktalarinda f nin ch.*gerien ters 1:;531“@&1&11&',3'3111
f(*55) > 0 yada f(52) < 0 dw. f(%2) > 0 ise (f( ) < 0 ise) Ay =
[a, %2] = [a1,by] (A = [922.8] = [ay. by]) divelim. fl8E) = 0 ise ¢ =
UEL jein teorem ispat edilmis olur. Aksi taktirde (a1, 932] ve [23h )]
araliklarnm en az birinin uc noktalarmda f nin degerleri ters isaretlidir,vani
fl222) > 0 va daf (2+) < 0 dw. Birinei durumda A, = [y, 250 =
[as, by], ikinci durumda ise A, = (2381 b1] = [ay.bs] divelim.Bu yénteme
ardarda devam edersek asagidaki 6zelliklere sahip A, = [ay,bs].n € N J{0}
kapall aralhiklar dizisi elde ederiz.



(@) A DA D - A, D+ Ag = [a,b],

(b) A, nin uzunlugu | A, |= %2 dir,

(¢) flan) <0 ve f(b,) > 0 dar.
Icice araliklar prensibi geregince ﬂ A, #  dur. Ote vandan,

re=(}
. s p 5 - ) = O .-
lim | A, |= (b—a) lim & = 0 olduguna sore, Cantor Prensibi geregince
N0 = = 3

T

T
[ A, kesisimi yalmzea bir noktadan olusur. Bu noktaya c divelim. (A,).n €

N
N{J0 dizisinin ézellikleri geregince
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ve¥ne N J{0}icina, <c< by, olacaktir. Buradan. (@) dizisinin monoton
artan ve ustten suurh, (b,) dizisinin monoton azalan ve alttan smirh oldugnu

anlasihr. O zaman, lim ap = c ve lim b, = /3 limitleri vardir. ¥n € N icin
T~ B e

ap < a < 3 < by, ve stelik F—a < bp—an =| A, | ve hm | A, |= 0olduguna

o s

gore, 3 = « bulunur.¥n € Nu {0} icin a,, < ¢ < b, w lim a,, = lim b,

Th—+iD0) FL—IX

oldugn icin lim «, = hm bn = ¢ oldugu elde edilir. [ fonksivonu ¢ (¢ €
TE—+0

[ag. bo] = [a, b]) nokraqmda auu*khu}dugn icin Izm Jfla,) = hm Slba) = fle)

dirvn € NuU {0} icin flay) < 0 oldugundan, f( c) = lim f(a,) < 0 ve
[l S

f(ba) > 0 oldugundan, Fle) = lim f (bn) = 0 olur. Demek ki. fle) = 0 dir.

Boylece teorem ispat edilmis olur, |

{"9
[l s =



Teorem 3.2.5 (Ara Deger Teoremi) : f : [a, bl — R fonksiyonu stirekii,
fla) = A f(b) = B ve A # B olsun. Bu £fif;’?“?;{-!f'.a.{£a., Adle B arasindaki her
C' sayrse (yani her min(A, B) < C < max(A, B) sayist) icin f{c) = C olacak
sekilde en az bir ¢ € (a,b) noktass vardar.

Ispat: - la,0] = R, ¢(z) = f(z) = C fonksivonunu gbzoniine alalim.
A< Bolsun (B < A durumunda ispat benzer sekilde yapilir). ¢ fonksivonu
[a,b] araliginda siirekli ve (a) = f( ) =C=A=C<0pb) =flb)=C =
B —C > 0 olduguna gore, Teorem 3.2.4 geregince (¢} = 0, yani f(c¢) = C
olacak u@kﬂd@ en az bir ¢ € (a, b) noktas: vardir, Boylece teorem ispat edilmis

olur.




Not: Teorem 3.2.4 ve Teorem 3.2.5 in hipotezindeki sartlarin kaldirlama-
vacagim gosteren bazi drnekler verelim.

(@) f:[0.1] — R, f(z) = [z] — 3 fonksivonu [0, 1] arahgmda
streksizdir. f(0) = —l, < 0 ve f( I} 2 > 0 olmasma ragmen
fle) = 0 esitligini saglayvan b-lr ¢ € (a.b) noktas: voktur.

(b) f:[0,1]U[2,3] — R,

-1, z €0, 1] ise;
fla)y=1 b =
1, oz e 2,3 ise.

fonksiyonu D = [0, 1] U [2, 3] kiimesi iizerinde siirekli, fl0)=-1<
0ve f(3) =1 > 0 olmasma ragmen f(c) = 0 esitligini saglayan
bir ¢ € (0,1]U [2, 3) noktas: yoktur.
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Teorem 3.2.6 (Weierstrass) : Kapali ve simirl aralek uzerinde sturekli her

fonksiyon bu aralik: dizerinde sunirlidar.

Yani f:[a.b] - & fonksiyonu siirekliise ¥x |a.b]icin K < f(x)<L olacak
sekilde K. L €2 vardir.



Ispat [ [, b] — R fonksiyonu [a, b] arahimda siirekli olsun. flla,b]) =
{f(z) : z € [a.b]} kilmesinin simrh oldugunu gosterelim. Siirekli fﬂlﬂﬁal‘.’ﬁlk
larm Teorem 3.2.1 deki lokal ézelligine gore Y € [a, b] icin 36 = & () =
oyleki f fonksivonu Us(x)N[a, b] acik araliginda simrhdir. A — {Us(x)N]a, r-‘}‘; :
x € [a,b]} acik araliklar ailesini gdzéniine alahm. la, b] araligy R nin kapah
ve smurh bir alt kiimesi oldnguna gére Hevne-Borel Prensibi geregince 4
ailesinin [a.b] vi érten sonln Ag = {Us(xy). Uslzy), - - cUs(x .‘}} alt ailesi
vardir. f fonksivomu Us(z;) N [a, b] de simrh oldugundan, ¥z € Us(a;) N [a. b]
icin my; < f(x) < M,; olacak sekilde m;, M; € R sayilan varolacaktir. Buna
gore, ¥z € [a,b] icin

min{my, - -+ . m,} < flo) < max{ My, LMY

oldugu elde edilir.Bu da f nin sumrh olmas: demektir. O



Teorem 3.2.7 (Weierstrass) : Kapah ve sinark arabk uzerinde siirekli her
fonksiyon bu aralikta en kicik ve biiyiik degerine ulasr.

Ispat: f : la,b] — R fonksivonu [a,b] arahginda sirekli olsun. Bu du-

rumda, f nin [a. b] fizerinde en kiiciik ve biiyiik degerlerine ulstigini,vani
m=if{f(z):r € [a. b} = fla)

M =sup{f(z):x € [a, b]} = F(3)

olacak sekilde a, 3 € [a,b] noktalarmn varhgim gosterelim. Bunu M icin
vapalm (m icin ispat benzer sekilde yapiabilir). Teorem 3.2.6 geregince
f.la,b] tizerinde iistten snmrhdir. O halde. sup ozelligine gore sup{ f(z) : 2 €
la,b]} = M € R dir. Buna gére, supremumun karakteristik dzelliklerinden
dolay1 ¥n € N icin



M — 5 < flz) < M

olacak sekilde bir z,, € [a,}] mlﬂfffm varolacaktir.Vn € N icin 2, € [q, 8]
olduguna gore (z,,) dizisi siirh olup Bolzano-Weierstrass Pwmlbiuden dolayi,

vakimsak bir (2n,) alt dizisine sahiptir. &hm Ty = (3 diyelim.[a, b] kapali ve

vk € Nicin »,, € [a, 8] oldugundan 3 ¢ [a,8] dir. O halde. f. 3 ¢ € [a,b] nok-

tasimnda siirekli olduguna gére, hm I (#n,) = f(3) olur. Ote yandan, ¥k € N
icin |
U—i-{ﬂn D<M
g
esitsizliginden E;m f(xn,) = M oldugu aciktir. Yakinsak (flan,)) dizisinin

limiti tek Qidumndan dﬂlau M = f(3) dir. Béylece teorem ispat edilmis
olur. O



simdi Teorem 3.2.6 ve 3.2.7 hipotezindeki sartlarm kaldinlamayacagim
gosteren bazi drnekler verelim.
(a) f:(0,1) — R, f(x) = z fonksivonu (0,1) arahgmda siireklidir,

fakat (0, 1) Gizerinde M = sup{r:r € (0.1)} =1vem = = inf{r :

€ (0, 1)} = 0 degerlerine ulasamaz. clinkti Vo € (0,1) icin 0 <
j{ r) < 1 dir. Bunun sebebi tamm kiimesinin kapali bir aralik
olmayisidir ﬂ‘ 9




(b) f:[-1,1] = R,
fle) = { |z ], x € (=1,0) U(U 1) i‘s{f‘z;
2¢ = U veyva r = +1 ise.
fonksivonu [—1. 1] aralifinda siirekli degildir.
m=mf{|z]:re[-1,1}=0.
M=sup{|z|ze[-1.1]} =1
olup ¥z € [-1.1] icin f(z) £ 0 ve f(x) # 1 dir. Dolavisivla,

fonksivon [—1,1] arah@inda en kiiciik ve en biiviik degerlerine

ulagamaz. Bunun sebebi f nin siirekli bir fonksivon olamavisidir
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(c) f:][0,+20) — R, f(z) = arctan « fonksiyonu [0. +00) araliginda

sirekli bir fonksivon oldugu halde bu aralikta en biiviik degere

sahip degildir, ciinkii Vo € [0, +oc) icin

T . ‘
arctan r = T sup{arctanz : x € [0, +oc)}
/ﬁ\j

™

v
~



Onerme 3.2.8 : Sirekli bir f - [a,b] — R fonksiyonunun birebir olmas: icin
gerek ve yeter kosul onun la. b] iizerinde kesin monoton, yani kesin artan veya
kesin azalan olmasidar.

ispat: J fonksiyonu [a, b] lizerinde kesin monoton i ise, omun [a, b] iizerinde
birebir olmasi aciktir, ciinkil a, 25 € la.b] icin 2, # 2y == flzs) % flzs)
ohur. Bimdi f : [a, b] — R fonksiyvomunun siirekli hn‘zﬂhzr olmast durumunda
onun [a, b] iizerinde kesin monoton (kesin artan veya kesin azalan) oldugunu
gosterelim. Bunun dogru olmadigim varsayalim. O halde, [a,b] araligmda
f2) savisa f (#1) ve f(x3) sayilan arasinda olmavacak sekilde 7, < 9 < Iy
noktalar: varcdir. Bu durumda. va f(zs) savis1 f(xy) ve f (22) sayilar arasmnda
va da f(zr,) sayist f(xy) ve f(. x3) sayilan arasmda bulunmaktadir, Kolavhik



icin, son durumun gerceklendigini varsavalim. f fonksiyonu [z, 23] araligmda
strekli olduguna gére, Ara Deger Teoreminden f(z) = f(z 1) olacak sekilde
xy" € [35. 23] noktas: vardir. O halde, z; < 2/ ve f(x,) = fl{x;") olur. Bu da
f nin birebir olmas ile celisir. f flx3) sayisimn f(z,) ve

oldugu durum benzer sekilde incelenehilir. [

| (;j{fg) sayilari arasmda

Onerme 3.2.9 : X C R kiimesi iizerinde artan (azalan) bir f : X —

S

fonksiyonunun ¥V = FUX) Kimest iizerinde artan (azalan) f~1 Y s R terss
vardyr.

Bu kesimin sonunda dizgiin siireklilik gibi 6zel bir siireklilik kavramm
izerinde duracagiz. Bir f: X — R fonksiyonunun bir ¢ € X noktasinda
siirekli olmast tammina gore, verilen ¢ > 0 sayisma karsiik bulunan 8 > 0
sayis1 genel olarak hem e sayisina hem de a noktasima baghdir
Eger, f : X - R fouksiyonu her a € X noktasinda siirekli ve verilen

€ > 0 sayisma karsihik bulunan § > 0



sayist ¢ noktasmdan bagimsiz olup yvalmzea £ na bagh ise, f fonksivonu X

tzerinde diizgiin siireklilik dzellifine sahiptir divecegiz.

Tanim 3.2.10 : X C R.f : X — R bir fenksiyon olsun. Eder, ¥z > 0

sayist ve Yoy, x5 € X noktalar: icin
| 2y — 2a [< 6 =] flay) = flaa) |< &

olacak sektlde yalnizea € na bagh bir § = 8(g) saypsr varsa, [ fonksiyonu X

dzerinde dizgin sireklidir denir.
Bu tanmm ve onun degili kisaca asagidaki sekilde stylenebilir. " f : X — R
fonksiyonu X {izerinde diizgiin siireklidiv” <="Ve > 0 icin 34 = 4() > 0

ovleki Yy, x5 € X icin

| o1 — 20 |< 8 == flzy) = fla2) |< &



clir.

Eger. f : X — R fonksivonu X iizerinde diizgiin siirekli ise siireklidir.
Gercekten, Tanim 3.2.10da Ty = & ve rs = a almrsa, Tanmm 3.1.1 elde edilir.
Stirekli bir fonksivon diizgiin siirekli olmayabilir. Az sonra bunu dogrulayan
ornekler verecegiz.



Ornek 3.2.11 :

(a) f:(0,1) = Ry, f(x) = 2 fonksiyonu (0,

L} dizerinde sirekls. fakat
dizgiin stirekli degildir. Gercekten, ¢ = twe¥d > 0 sayrst icin
ny = fw\ + 1 bir tamsayr olmak iizere (0,1)

1

Ty = —— noktalar: icin
= i1 .

arahfimin vy = = wve

| | | i b 1 5
Xy — Iy :*—-;; <, S e 5 <
7+

nglng + 1) ny?

olmaswna ragmen

- 11
| fler) = f@) =] — = — |=[n—(n+1) |=1>¢
T Ta
olur. Buda f(x) = L fonksiyonunun (0. 1) dizerinde dilzgiin stirekli

olmadigini gdsterir.



(b) f:(0,1) = (=oc,0), f(x) = Inx fonksiyonu (0, 1) dzerinde siirekli,

fakat diizgiin sirekli degildir. Gercekten, = = 1In2 ve Y5 > 0

SQYIST iCin Ny > % bir tamsay: olmak dzere (0. 1) arabginin
L pe 2y = s— noktalar: icin
T’N} ,_Yz,ﬂ -

R e Sy Wy
HYTE || e = e [ e T
1= T2 ng  2ng . 2ng

olmasina ragmen

v § o % b g B 1
| f(@1) — fxa) |=| In = — In —

— |=|In2|=l2>¢
iy 2ng

olur. Bu da f(x) = Inx fonksiyonunun (0,1) dizerinde diizgiin
sturekli olmadigine gosterir.



(c) f:R = [0, +00), f(x) = 2 fonksiyonu R iizerinde stirekli, fokat
dizgiin stirekli degildir. Gercekten, ¢ = > 0wevd >0 SAyLSL 1Cin
ng > 3% bir tamsayr olmak Gizere R nin z, = Vg vexs = /ng + 1

noktalar: icin

1 1
Voo +vno+1  2y/ng

| o1 — 3 |=] Vg — Vg + 1 |= <0

olmasina ragmen
| fl@) = flz) |= 2 = 22? |=| g — (no + 1) |= 1 > ¢

¥ “ x P - 1 # re ¥ .
olur. Bu da f(x) = 2° fonksiyonunun R iizerinde diizgiin siirekli
olmadigint gésterir.



(d) f - R — [=1.1], flz) = sinx fonksiyonu R dzerinde dizgin
stireklidir. Gercekten, Ye > 0 icin 6 = ¢ dersek Vzy, a0 € R

o

tein

1 — T |< 8 ==] flzy) — fl22) | =| sinz; — sinz, |

. ALy — Ia ]
=| 2 sin ————= cos

. Ly — I
= 2| sin ———=

< 21 ..'Ifl — Iy i
b "

]

" |
=l —aa |<d=c¢

oldugundan Tarnem 3.2.16 geredince f(x) = sinax fonksiyonu R
tizerinde diizgiin stireklidir.



